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IVA. 

I PARTE - TEORIA GENERALE 

INTRODUZIONE ALLA I -PARTE 

La teoria della inversione generalizzata è sorta in connes- 

sione con Jo studio dei cosiddetti problemi (lineari) 'mal posti': nel- 

la forma più semplice, sistemi di equazioni senza esistenza od unicità 

per le soluzioni. 

In molti di questi casi, ha però interesse ricercare 'solu 

zioni' non classiche, ma provviste di significato pratico: per l'equa- 

zione 'mal posta' 

(0.1) Ax = b 

(con A matrice quadrata non invertibile, od addirittura rettangolare) ha 

interesse ricercare gli x tali che Ax ha 'distanza minima' (se non nul 
la) da be, tra questi, gli x con norma minima. 

L'inizio di questa teoria viene fatto risalire ad un lavoro 

di E.H. MOORE del 1920 [6] ma fu solo nel 1955 che, indipendentemente 

da Moore, R. PENROSE propose una definizione (poi riconosciuta equiva- 

lente all'altra) di inversa di una matrice rettangolare, provando suc- 

cessivamente l'importante Pe di tipo 'variazionale' di cui si è 
detto: d° inversa generalizzata A di A dà, per il sistema (0.1) la solu 
zione N b 'più vicina' (precisamente, AA b-b || è minima) e di minima nor 
ma. 

Questi risultati sono stati generalizzati in molte direzio 
ni ed ora il concetto di inversione secondo Moore e Penrose è visto co- 
me caso particolare (grossomodo, quello corrispondente all'ortogonalità) 
di una più generale struttura: i molti precedenti che si possono ravvisa- 
re a questa teoria (provenienti dai campi applicativi più disparati) ed 



IV-3. 

i molti procedimenti euristici che essa ha unificato sono indice di un 

notevole interesse applicativo. 

& 1. TEORIA ALGEBRICA DELL'INVERSIONE GENERALIZZATA 

Proporre il problema dell'inversione generalizzata di un'ap- 

plicazione lineare T:X — Y (X, Y saranno considerati spazi vettoria- 

li su Ro su C, sebbene la teoria possa, per la parte algebrica, essere 

svolta altrettanto soddisfacentemente nel caso di campi arbitrari) signi 

fica in sostanza trovare un modo per determinare una applicazione linea- 

re Ti Y— X tale che: 

a) coincida con ù se T è biunivoca; 

B) in caso contrario, goda di proprietà 'simili' a quelle di ie 

L'impossibilità di invertire nel modo usuale T è causata 0 

dal fatto che il codominio di T, R(T), è diverso da Y, o dal fatto che 

N(T) # {0}; nel tentativo di avere proprietà 'simili' a quelde di r! si 

può richiedere a T di essere tale che: 

s) 

(119) TTy=yseyER(T); 

osservando poi che,su un complementare algebrico di N(T) in X,T è 1-1, 

si può richiedere 

(1:52) TUTx = x se x E M e M è un complementare fissato di N(T) in X. 

Le (1.1), (1.2) si possono riformulare usando una proiezione (-) P di X 

su N(T) ed una proiezione Q di Y su R(T): 

(*) Per proiezione si intende sempre un operatore lineare idempotente. 



| 
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(1.1) = Ty=oy, vyerm 

(1.2') TÙTX = CI-P)x, VX EM seM=M(P). 

Queste considerazioni giustificano la 

DEFINIZIONE 1.1. Scano X, Y spazi vettoriali (reali 0 comples 
bi),T:X > Y Lineane o, brevemente, TEA (X.Y). 

Si dirà inversa generalizzata di T- nelativamente alla proie- 
zione P di X 4u N(T) ed alla proiezione Q di Y su R(T)- una tia E 
E A (Y,X) tale che 

+ Tpg 

(1.3) amo brr o)rtrtrt 

E' facile osservare a questo proposito che, se T è biunivo- 
ca, l'unica proiezione P di X su N(T) è la funzione nulla e l'unica proie 
zione di Y su R(T) è l'identità di Y, sicché in tal caso T'= 7); in al- 
tre parole la richiesta-a) precedente è certamente soddisfatta. 

Quanto alla c) di (1.3), nella terminologia di NASHED e VO- 
TRUBA inl2] essa si esprime dicendo che TÌ è una ‘inversa esterna' di 
T; si noti che Ja richiesta simmetrica che T sia una 'inversa interna! 
di T (cioè che valga l'equazione ii = T) è automaticamente soddisfat- 
ta da una inversa generalizzata. 

Le richieste a, b, c individuano sempre una ed una sola 
T'EMY,X): l'esistenza di inverse generalizzate è allora una ovvia con- 
seguenza dell'esistenza di complementari algebrici in uno spazio vetto- 
riale; è questo il senso del fondamentale 

TEOREMA 1.2. Sia T EA(X,Y). Se P:x-SUL W(7), g:iy SL RT) 
sono proiezioni date, esiste una unica f, inversa genenalizzata di T u 
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puiti sj 
spetto a P, Q: la si indicherà con TPq quando si voglia evitare ambigui 

tà. 

Dimostrazione. Si consideri il diagramma (commutativo) 

X ia Y 

I-P | 

M=(1-P) (x) rm 

ove > indica immersione; se si inverte normalmente Thu e si scambiano 

proiezioni con immersioni, si ha 

proviamo che T soddisfa a-c di 1.1. 

a) Sia y E Y; è ar Y=Tij (tm) lov: quindi, se QY = Tx per xE M 

risulta mm'y eTXKa GY. 

b) Sia x E X: è tx T'T(x-Px) = (T]y) "TOP = j(x-Px) = x-Px. 

c) La c equivale ora a to = 1, che è evidente dalla definizione di 7, 

Resta ora da provare l'unicità. Siano U, V € A(Y,X) tali da 

soddisfare a-c della definizione: si ha subito 

U = UTU = UQ = UTV =(1-P)V= vIv= vom 

Molte proprietà dell'inversa generalizzata si deducono subi- 

to dalla definizione e dal teorema di unicità; ad esempio 

3% fo e 
i)i(c T pg =. Tpq qualunque sia lo scalare c # 0; 

ii) se T è su, "po è una inversa destra per T; 
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se Tèl-1, Tio è una inversa sinistra per T 
i È t CRE 

(in particolare se esiste T A essa coincide con Tpg? come già si 

è osservato). 

iii) Dalla definizione si e subito R(TPA ) = R(I-P) 
ti di 

(se x = (I-P)y è x = Tpg(T)i sex = Tpgy èx= Ta ® > Tpq UU — 

= (I-P)u per un certo u € X). Pertanto una Li su R(Tha ) è 
à + K, 

I-P; poi N(Tpg) = N(Q) (se Qy = 0 è TTpg”.= > Tp E N(T) e ioni 
* 

To E R(P) NN(P) = {0}; nes da n. = 0 segue Qy = 0) e 

quindi una proiezione su N(T ro È è I-Q. 

Si ha 

vd 
Tp. o'1-g,1-p 

da a-c per unicità: per provare c si osservi che, in questo caso, essa coin 

cide con TTÎT = T, che si è già dimostrata. 

iv) Il teorema di unicità afferma che le proiezioni P, Q individuano uni 

vocamente una inversa, ma è vero anche il viceversa: se to = Tio: 

è p=P'eQ=0Q'. 

In effetti, sia x EX: Px - P'x = (I-P)x - (I-P')x= 

= (ho - Thigo)T* = 0; analogamente è Qy - Q'y= 0 Vy EY. 

E' facile caratterizzare l'insieme delle inverse generaliz- 

zate di una TEA(X,Y) fissata: si ha 

TEOREMA 1.3. L'insieme delle inverse genenalizzate di TEMX,Y) 

coincide con 

{S; SEA(Y,X), S è ‘nvensa interna ed esterna di T} 

Dimostrazione.Si è già provato che, se T è una inversa generalizzata di 
PQ 

T (precisamente, quella relativa alle proiezioni P e Q) allora essa è in 
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versa interna ed esterna di T. Viceversa, S sia inversa interna ed ester 

na di T: basterà provare che TS ed ST sono idempotenti; in effetti 

(reg® = ters + ersmis Ate 

(ST)2 = STST = (STS)T = ST 

Dunque S = Lu 
Ix-ST,TS 

Infine, si può stabilire una formula per il 'cambiamento di 

proiezioni': più precisamente, vale il 

TEOREMA 1.4. Siano P,P' proiezioni su N(T), Q, Q' protezioni 

su R(T), ove TEN(X,Y) è fissata. 

Mona 

Thigo = CIPNTE, O" 

i pi ‘gt toprt_ it ant gt Dimostrazione. (I-P IT00 Tpeg'AITPAN Tg Tpig' pig: Tpig: x 

Alcuni esempi. 

1) Invensa generalizzata di una proiezione . 

Sia P = Pe A(X,X); si ha subito 

2) Inversa generalizzata di un funzionale Lineare non nullo, 

Sia FENA(X,K), f#0, ove K è il campo di X. N(f) è un iperpia 

no di X, con complementari del tipo Dai X E K} ove Xo E X è tale che 

f(x) = 1; la relativa proiezione su N(f) è Px = xfx), e d'altronde 

l'unica proiezione su R(f) = K è l'identità. 

E' facile allora vedere che risulta 
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È () = x, ViIEK. 

3) Inversa generalizzata di una matrice diagonale . 

Sia data una matrice diagonale n x n 7 = diag (AA) (che 

identificheremo con l'operatore T ad essa associato nelle basi canoniche 
a + : 

di R); posto x = 0 se A; =D x £ x se à; # 0 si haT = diag Gua 
t 

A 

Infatti 

PIF - diag(A,.11,..., N) = diag(e,...€,) con e;=0,1 Vj a seconda 
* 

che sia X,=XÌ = 0 0 dgadr # 0; P è idempotente e commuta con 7, T;' ino] did $ 
tre P7=7P = 7e quindi, valendo lo stesso perg", 

gs é dunque una inversa generalizzata: P è poi autoaggiunta e quindi 9" è 

relativa alle proiezioni ortogonali su N(T), R(T). 

$ 2. INVERSIONE GENERALIZZATA NEGLI SPAZI VETTORIALI TOPOLOGICI NI STAZI VETIURIALI IUFULUGICI 

Nell'applicare la teoria dell'inversione generalizzata al ca- 

so di operatori tra spazi vettoriali topologici (brevemente, TVS(-))si 

incontrano due tipi di difficoltà: 

a) la convenienza nel considerare operatori definiti non ovunque costrin 

ge a trattare l'inversione generalizzata di operatori T definiti su 

un sottospazio D(T) di X; 

b) la convenienza di avere inverse generalizzate relative a proiezioni 

continue richiede che N(T), R(T) abbiano în X, Y complementari topolo 

gici nel senso della nota definizione, 

(*) Si ammetterà implicitamente che la topologia di X sia localmente conves 
sa e To. 
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DEFINIZIONE 2.1. Sia X un TVS. Un sottospazio M di X ha per 

complementare (topologico) un altro sottospazio N di X s@ 

a) X è La somma diretta di M ed Ni 

B) Le proiezioni di X su M e su N sono continue. 

Evidentemente, se M ha N per complementare è anche vero che 

N ha M per complementare (topologico): si parla semplicemente di coppie 

di sottospazi complementari per la topologia di X. 

Mentre la a può essere superata, sia pure a prezzo di una no 

tevole complicazione nelle definizioni, essenzialmente considerando in- 

verse generalizzate di T quale elemento di A (D(T), Y) (queste estensio- 

ni saranno considerate nel seguito solo di sfuggita), la difficoltà b è 

assai più sostanziale: essa concerne in effetti l'esistenza di complemen 

tari topologici in un TVS X. 

E' facile verificare anzitutto che uno spazio M ha complemen 

to topologico in X solo se M è chiuso in X: ma questa condizione è ben 

lontana dall'essere sufficiente . Perfino in uno spazio di Banach (do- 

ve la situazione è abbastanza semplice: per il teorema del grafico chiu 

so, 42 M è chiuso in X ed ha un complemento algebrico N chiuso, allora 

M, N sono complementari) vi sono sottospazi chiusi senza complemento to 

pologico, ed anzi questa è la situazione tipica degli spazi di Banach: 

è noto infatti [5] che uno spazio di Banach in cui ogni sottospazio chiu 

so ha complementare topologico è isomonfo ad uno spazio di Hilbert, cioè 

può essere rinormato equivalentemente con una norma discendente da un pro 

dotto interno. : 

Questo tipo di difficoltà è risolta completamente solo negli 

Hilbert, dove ogni sottospazio chiuso ha per complementare topologico al 

meno il complemento ortogonale. 

Resta poi da menzionare il fatto che anche nell'ambiente più 

favorevole, quello degli spazi di Hilbert, si richiede pur sempre che 

N(T), R(T) siano chiusi: se ciò è vero per N(T) in casi assai generali 
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(basta che T sia continuo, oppure chiuso), questa condizione è alquanto 

restrittiva per R(T), ed obbliga a considerare inverse generalizzate de 

finite non ovunque su Y. 

Se si ammette per ipotesi che a-b siano soddisfatte 1'inver 

sione generalizzata è ancora possibile con risultati 'regolari' come mo 

stra il seguente 

TEOREMA 2.2. X,Y 4iano Fréchet, T EL(X,Y): 4% supponga di 

più che N(T) abbia complemento M in X (con relativa proiezione P da X su 

N(T) continua) e R(T) abbia complemento (topologico) S in Y con relati- 

va proiezione Q continua: allona ha è continua, cioò Tha E L(Y,X) (-) 

Dimostrazione .Proveremo che Tio ha grafico chiuso: sia Yn E Yi ig + 

e pa y Ha z: allora zEM. 
PQ “n n>00 

La X : _ sà tI : 
Wi = Tpgn Senta Tz, da cui Qy = Tz, cioè Tp” = Tz, da cui 

Lot Ty= (I-P)z=z. è 

L'ipotesi su R(T) è tuttavia assai forte: essa implica in par 

ticolare che T sia un omomorfismo e, del resto, da R(Tpg) = M segue che, 

in questa situazione, tale è anche The 

Per evitare le complicazioni dovute alla struttura dei sotto 

spazi chiusi di un generico TVS X, considereremo spazi di Hilbert X, Y 

con prodotto interno <a <-,*),: in essi ogni sottospazio chiuso ha 

per complemento topologico siii complemento ortogonale e T € L(X,Y) 

ha codominio chiuso «> T è un omomorfismo; în un primo tempo, ci restrin 

geremo a questo caso particolare per avere una teoria parallela a quella 

algebrica. 

Dato il ruolo privilegiato che le proiezioni ortogonali occu- 

pano nella geometria degli spazi di Hilbert, considereremo ora inverse 

(-*) L(Y,X) indica l'insieme degli operatori lineari continui definiti su 

Yeda valori inX. 



IN-11, 

generalizzate relative ad esse: una inversa generalizzata di un omomorfi 

smo T E L(X,Y) (X,Y Hilbert) si dice inversa di Moore-Penrose di T se è 

relativa alle proiezioni ortogonali su N(T), R(T); l'inversa di Moore- 

-Penrose T gode delle seguenti proprietà: 

(2.1) nîret 

(2.2) ret er° 

(2.3) tm 187 

(2.4) arrt)* » mt 

(2.3 e 2.4 seguono dal fatto che Tr, mi sono proiezioni ortogonali e 

quindi autoaggiunte). E' facile provare che 2.1-4 individuano univoca- 

mente n. vale in effetti il 

Teorema 2.3 (Penrose [4]). Dato T € L(X,Y)omomongismo (X.Y Hil 

bert) vi è al più un operatore Te L(Y,X} che soddisti 2.1-4. 

‘Dimastrazione. Da 2 e 4 segue, per un qualunque t che soddisfi 1-4 

(2.5) ttt) = 1trty7* 

similmente da 3 e 2 si ha 

* * * 

(2.6) fora ter ao, 

Da 

* 

(2.7) rertraotità 

segue 
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* * 

(2.8) TeTtr 

Infine, da 1 e 3 si ottiene 

+ * tà 
(2.9) Pe Te gra) 

e quindi 

* fi * 

(2.10) T =TTI 

si ha 

U=UUT per 5 

* * 

= UU T TV = per 8 

= UTV = per 7 

* * 

3 UTTAN Va per 9 

* * 

=TVV=a per 10 

= V per 6 n 

Da questa definizione (data da PENROSE nel caso matrici) o 

come caso particolare di proprietà già viste, seguono varie formule 'di 

tipo inverso'. 

Per provare una notevole proprietà di tipo variazionale del- 
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l'inversa di Moore-Penrose di un omomorfismo, introduciamo alcune defi- 

nizioni. 

DEFINIZIONI 2.4. Sta TE L(X,Y) un omomorfismo. 

Si consideni L'equazione 

(2.11) Tx = b 

si dirà soluzione ai minimi quadrati di (2.11) un x € X tale che 

Il Tx. Il = min {IlTx-bll ; x EX} 

cioè un minimo del funzionale J(x) = ||Tx-bjj (x e X); 

si dirà soluzione variazionale di (2.11) una soluzione ai minimi quadrati 

di (2.11) che sia inoltre di norma minima. 

L'esistenza di soluzioni ai minimi quadrati per (2.11) segue 

dal 

| TEOREMA 2.5. Siano T E L(X,Y) un omomorfismo, b E Y. 

Sono equivalenti per u EX: 

i) Se Q è La proiezione ortogonale su R(T), Tu = Qb; 

ii) u è soluzione ai minimi quadrati di (2.11); 

iii) T'Tu = T'b. i 

Dimostrazione. i=ii. Supponiamo Tu = Qb; allora Vx € X 

2 
9%) = <Tx-b, Tx-b > = iTx-QbllÈ + || Qb-bll = 

2 
= tx=-QbllZ + iTu-bIî > 0° (u) 

poiché Tx-Qb 1 Qb-b: quindi J(u) = min J(x). 
xEX 
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ii >» iii. Poiché Qb = Tx per almeno un x E X 

di * 2 NTu-bllÈ = ITu-QbII" + igb-bll = ITu-QbII? + Il b-Txl1È; 

segue Tu = Qb e quindi iii. 

Infine, iii > i: se vale iii, T' (Tu-b) = 0, cioè Tu-b eN(T) = 

= RIT) e quindi 0 = Q(Tu-b) = Tu-Qb, cioè i. = 

Come si è accennato, il teorema ha per corollario ovvio l'e- 

sistenza di soluzioni ai minimi quadrati per (2.11) (qualunque sia b € Y); 

- non solo: potendosi caratterizzare l'insieme delle soluzioni ai minimi 

quadrati con 

* * 

£ = {usu€ X, TTu=T b} 

che è chiuso e convesso, segue l'esistenza di un elemento (unico) di nor 

ma minima în £ o, in altri termini: Esiste una ed una sola soluzione va- 

niazionale di (2.11) YVbey. 

E' immediato verificare allora che: 

Data L'equazione (2.11) L'unica soluzione variazionale di essa è mb. 

Infatti è TT = Qb e quindi, per i del teorema, T% è solu 

zione ai minimi quadrati di (2.11); non solo, ma se 

indicata con P la proiezione ortogonale su N(T) si ha 

2 null = pull? + n (1-P)uli? = iputé + nrttunE = put + r'obnE = 

2 eine 2: 2 
[Pull + IT TT bll =IPull + nt'bi 2 it'bi, 



IV= 15. 

sicché th è la soluzione ai minimi quadrati di norma più piccola. 

Questa notevole proprietà di a permette una definizione al- 

ternativa di essa: si può cioè porre V b € Y 

t% = (unica soluzione variazionale di Tx = b). 

Sempre nel caso di una T € L(X,Y) a codominio chiuso, è pos- 

sibile dare una notevole rappresentazione di T usando il (semi) gruppo 

generato da Tr questa formula, dovuta a Groetsch ed esposta in |3 

insieme alla teoria elementare delle inverse generalizzate (cfr. la bi- 

bliografia ivi citata per il lavoro originale) può essere facilmente e- 

stesa ad operatori a codominio non chiuso [ibid. chapt. III]. 

Questa formula di rappresentazione si basa sul seguente 

TEOREMA 2.6. Siano X,Y Hilbent, TE L(X,Y) abbia codominio 

chiuso. 

AXlona 
* =-1 * * 

Ù) T Tg(T)) è invertibile in una applicazione T EL(R(T ), R(T )); 

i La gt _ a 
| dt = UT UPTE )) Su =T Te 

* * 

Dimostrazione. Sia x € R(T ) = N(T) : da TTx=0 segue 0 = <T Tx,y> VyEX 

da cui 0 = tx, cioè v € N(T) e quindi x = 0. 
* * * * 

Dunque TT: R(T ) —— X è 1-1; poi (TT) (R(T)) = 
* * * * + + i 

- R(T ):sey ER(T)y =Tu=T T(T u) perun u€ Y (cfr. (2.8)) e TuUEN(T) = 
* * 

= R(T ) (si ricordi che, per un teorema di BANACH, R(T ) è chiuso). 

Si ha quindi 

* Pei * 

e quindi (T Tle(15)) } è una applicazione lineare continua da R(T ) su 
* * ta) 

R(T ); nel seguito sì indicherà T T|_,_*, con T. 
R(T ) =] 

ii) E' ora evidente la correttezza della composizione T_T € L(Y,X). 
% * 

Per provare ii, se si ricorda che R(TÎ) = MT) = R(T), ba 
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sta provare Tim = tr. ma essa non è altro che (2.8).wm 

Nel seguito, per impiegare risultati di teoria spettrale, si 

supporrà che X, Y siano Hilbert su C . Per il teorema precedente lo spet 

tro di T s Sia o, è un compatto di RÒ (perché Tè evidentemente autoag 

giunto, non negativo e 0 € 0): la sua decomposizione in integrale spet- 
trale 

T= -{ AdE( (convergenza in norma degli ope "Tage a 
ratori) 

(0 c] 0,B [CR') permette di definire f(7) qualunque sia la funzione 

f.EC(]a,B[); di più, se f,€E e (Ja,B[)VK>0 e 4 ia * funif.sula,6l, 

f, (7) —- f(T7) nella norma di L(R(T), R(T°)) è 

Abbiamo ora tutti i presupposti per la dimostrazione del teo 
rema di rappresentazione di Groetsch. 

TEOREMA 2.7 [3, p. 56]. Stano X.Y Hilbert complessi, TE L(X,Y) 
abbia codominio chiuso. 

Sia data una famiglia di funzioni continue a valoni neali {f Rie 
EC (]a,8[), oc]la,B[ cla,BICR(0 = spettro di TTI,(7*) =f); 
54 abbia f 0) Tao > 1/X uniformemente per xE]a, B[;: allona 

È 9 Pr i T° = ‘Wim f, (T)T nella topologia di L(Y,X) 
kK+400 

e, di più 

- * F T (2.12) Il f,(MT-T Ils sup |xf, (x)-1] IT II 
XEO 

(le norme sono quelle naturali in L(Y,X)). 
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Dimostrazione.La prima affermazione segue subito dal fatto che f, (7) Farr 7! 
* * 

in L(R(T ), R(T )) e dal teorema precedente. 

Quanto alla seconda, si scriva (cfr. (2.8)) 

ente eva 
f (DT T = (fX(MT 1)T 

da cui 

Ce * SE RE * * ha 

Wfy(T) T-T; LIV,XINS Wfy(T)T-1; L(RCT ), RT DITO I 

resta da valutare Il f, (T)T-Ill (norma in LIRA), RAT). 

Poiché f,IDTI = 9,0) se g,(*) = f (01, xE]la,[e 9, 

è a valori reali come fi gq (N è autoaggiunto e perciò la norma da stima 

re non è che il raggio spettrale di T (cfr. e.g. [1, p. 3311); a sua vol- 

ta il raggio spettrale è dato da suplg, | perché o (g,(7)) = g,(0) 

([1, p. 351]) e quindi si ha la*Vafutazione cercata. " 

Per utilizzare la stima (2.12) occorre valutare inf o: è fa 

cile vedere che esso è 2 nitir?, In effetti, se x € R(T") N (TY 

pel = xe? = irtpalil atti? iti? = atti < 74,TX > = 

= ttii x, da cui <îx, 0 2 min? N xIÈ: di qui segue per noti ri- 

sultati x 2 ITÒIMÎ Vieo. i 
Infine, se si nota che f[ e du = 11-08) i a uni. 

formemente per k variante su un compatto diR*i ha, come caso particola 

re del teorema 2.7 

TEOREMA (Groetsch [3] ) 2.8. Siano X.Y Hilbert complessi, 

TE L(X,Y) abbia codominio chiuso. 

Alona 
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nella topologia di L(Y,X). 
= * 4 

Se si pone Tk) S J e T du perk > 0,544 ha La stima 
lo) 

-2 atte) - Tn s uttioxp (-kiTÀ17?) 

Dimostrazione. Basta applicare il teorema precedente, osservando che, posto E UPISPEEZIOnE: ° (a 
f(x) = [è *Udu si ha 

(0) 

e che quindi, se x € o 

2). è 
Ixf, (x)-1] = al” exp(-k uti 

Accenniamo brevemente all'estensione al caso in cui 

TE L(X,Y) (X,Y Hilbert) non abbia necessariamente codominio chiuso. 

In tal caso; la proiezione ortogonale Q:Y SI, R(T) non ha 

codominio in R(T), sicché non si può richiedere TTÎy = QyVyeyY; si con 

sidera allora , = R(T) @R(T) (@ indica somma diretta algebrica) che è 

denso in Y e si considera la ren (Y,X) determinata dalle proiezioni 

P\ (proiezione ortogonale su N(T)) e o, 

Risulta che, in generale, TÌ è solo chiuso, ed è continuo 

« R(T) = R(T). La formula integrale (2.13) è ancora vera, ma solo per 

la convergenza forte: cioè in questa situazione 

x = ii * * e 

ul - | e UT ridu vbe DT) = RT) © RTP. 
(o) 
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II PARTE - APPLICAZIONI 

INTRODUZIONE ALLA SECONDA PARTE rene IR ALEA SEVUNDA _LARTE 

Ai fini della inversione generalizzata con continuità di un 
operatore T a dominio D(T) CX eda valòri in Y ciò che è essenziale non 
è la continuità di esso ma piuttosto la chiusura di R(T); ineffetti - 
considerando X e Y spazi di Hilbert per evitare problemi riguardo alla 
esistenza di complementari topologici - si ha che, se T è chiuso con 
R(T) chiusa, esso ha inversa vi continua, mentre si è visto che, nel ca- 
so di una TE L(X,Y) ui è continua se e solo se R(T) è chiuso (parte I): 
questo perché la continuità di T può essere assunta senza restrizione 
della generalità, considerandolo come operatore su D(T) con la norma del 
grafico. 

Di qui l'importanza di conoscere condizioni semplici che as- 
sicurino la chiusura di R(T) sotto ipotesi assai generali; anche se in 
genere l'ipotesi del codominio chiuso è assai pesante - ad esempio, un 0 
peratore compatto la soddisfa solo nel caso banale in cui è degenere - 
esiste una semplice diseguaglianza dovuta a J. PEETRE [ 2] che, opportu- 
namente modificata, dà condizioni necessarie e sufficienti per l'esisten 
za di un codominio chiuso: la diseguaglianza si riferisce ad una situa- 
zione del tipo 7 

Cal 
XxX —> Y 

ove T è un operatore da X ad Y ed X è immerso compattamente in un terzo 
spazio Z. 
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In questa seconda parte del seminario vengono esposti alcuni 

risultati, ottenuti in [1], che si riferiscono sia a diseguaglianze che 

assicurano, per un generico operatore T (non necessariamente definito 0 

vunque), la chiusura del codominio R(T), con conseguente continuità del- 

l'inversa generalizzata T, sia alcune applicazioni di queste disegua- 

glianze ad operatori differenziali lineari: in particolare, l'applicazio 

ne dei criteri ottenuti a spazi di tipo 2° permette di trovare una inver 

sa generalizzata continua per operatori tra spazi (hilbertiani) di fun 

zioni, via l'isometria stabilita tra un Hilbert ed un fa da un sistema 

ortonormale completo del primo. 
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$1. DISEGUAGLIANZE PER OPERATORI A CODOMINIO CHIUSO Ten ER VIENAIURI A LUDUMINIU UHIUSU 

Nel seguito ci si riferirà costantemente al diagramma 

(1.0) X_T__Y 

con X, Y, Z Banach, T operatore tra X ed Y con dominio D(T) E X non ne- 

cessariamente denso in X; X ‘47 indica iniezione compatta di X in Z. 

Il tipo di diseguaglianza introdotta da PEETRE è esemplifi- 

cato dal seguente 

TEOREMA 1.1. Netta situazione di (1.0) siano T EL(X,Y), 
X,Y,Z riflessivi; allora sono equivalenti 

i) R(T) è chiuso e N(T) ha dimensione finita; 

ii) 3C>0 tale che Vxe X 

(1.1.1.) ix3XIl s C(ITx; YI+ x; ZI) 

Questo teorema è provato in [2] cui si rinvia per la dimostrazione. 

Se N(T) non ha dimensione finita, la (1.2) non è dunque va- 
lida Vx € X: tenendo però presente che, dato un complementare topologi 
co M di N(T) (ammesso che esista), Thy è 1-1, si ha che (1.2.1.) vale 
Vx € M nella sola ipotesi che R(T) sia chiuso, e viceversa. 

L'inversa generalizzata r di T € L(X,R(T)) si può rappre- 
sentare facilmente nel caso in cui M sia un complemento ortogonale di 
N(T), nel senso della seguente 

[ DEFINIZIONE 1.2. (vedi [3, p. 39). Sta X uno spazio di Banach ; 



IV- 23. 

se N=N è un 4u0 sottospazio chiuso, un complementare topologico M di 

N 44 dice un suo complemento ortogonale se, posto 

Pi i proiezione da X su N lungo M 

si ha Vx E X 

(1.2.1.) x - PX = dist(x,N) = inf {Ilx-yll; yEN} 

E' chiaro come questa definizione generalizzi il concetto di 

ortogonalità negli Hilbert; è da notare piuttosto che in un generico Ba- 

nach, oltre ovviamente all'esistenza, può mancare anche l'unicità del com 

plemento ortogonale: inoltre la relazione tra sottospazi chiusi così defi- 

nita può non essere simmetrica (cfr. [3, p. 38 segg.]e la bibliografia 

citata). 

Tuttavia, nel caso in cui vi sia un complemento ortogonale 

per N(T) (sempre nella situazione del teorema 1.1.) è facile provare che 

l'inversa generalizzata 0) di T € L(X,R(T)) (cioè di T vista come ap- 

plicazione su R(T), supposto chiuso: se R(T) oltre che chiuso, è dotato 

di complemento topologico, si potrebbe senz'altro studiare l'inversa ge- 

neralizzata relativa a questa proiezione, con qualche complicazione pe- 

rò negli enunciati) è isometrica a 

T:XNT) — RU) , T= app]. quoziente di T, 

che è invertibile in senso ordinario. 

Più esattamente, vale il seguente 

TEOREMA 1.3. Nelle ipotesi del teonema 1.1., N(T) abbia comple 

mento ortogonale M con nelativa proiezione plcfr. 1, 

(*) Si intende, rispetto alla proieziorie ortogonale Po su N(T) ed a Ig(7) 
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Sono Ulona equivalenti: 

a) R(T) è chiuso; 

b) Vx EM 

(1.3.1) MxsXIl s C (ITx3YIW + lx; ZIl) 

Infine, se vale a oppure b, L'inversa genenalizzata si di 
TEL(X, R(T)) relativa a t; Q Ir 

| è L'applicazione quociente di T; T' è 4u M. 

D è ibometrica a T!, ove T:X/N(T) Lim 

Come si accennava, non è però essenziale che T sia continuo, 
ai fini della sua inversione generalizzata in una TÌ e L(R(T),X): nel ca 
so di un operatore chiuso (il cui nucleo è ancora chiuso) definito su un 
sottospazio D(T) di X, si può considerare T come elemento di L(D(T), Y) 
se su D(T) si pone la norma del grafico ; essendo ancora applicabili al 
diagramma 

Z 

YO wi Y 

che è del tipo del diagramma (1.0), le ipotesi del teorema 1.1, si ha il 

| TEOREMA 1.4. Siano X.Y,Z riflessivi, T sia un operatone chiu 
s0 da Xa Ye, di più,N(T) abbia complemento ortogonale M con proiezione 
P, come in (1.2.1.). Allona sono equivalenti : 
a) R(T) è chiuso in Yi 

b) 3C>0 tale che VueMn D(T) 

(1.4.1.) MusXIs Cc (ITus YI+lhu; ZII) 

Infine se, nelle ipotesi precedenti, R(T) è chiuso in Y con 
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complemento topologico e relativa proiezione Q su di sé, allora esiste 

una unica T' EL(Y,X) a valori in D(T)MM tale che: 

i) Vyey, tily = Oy; 

fi) vx e DT), TTx = PX 

ian) Tm at. 

E' chiaro che come caso particolare di 1.4 e di 1.3 vi è 

quello in cui X è Hilbert: la proiezione ortogonale su N(T) è allora la 

Pi della definizione 1.2 e quindi l'ipotesi che N(T) abbia un complemen 

to ortogonale è automaticamente soddisfatta. 

82. APPLICAZIONI 

2.1. Inversione generalizzata di un operatore uniformemente ellittico. 

Siano: S un aperto limitato di R", pi se = 1 con p, qgE]1 ol, 

H (0) lo spazio di Sobolev {f; f e Li (9), D;f € LE (QVj=1...n} (*). 

Si consideri il diagramma 

LI(2) 

HT, 1190) 

(l'immersione è compatta se n >!'2 e 1<q< ni oppure se n = 2 e 1<q<400, 

per il teorema di Rellich-Kondrashev), 
n 1),- 00 

ove T, è l'operatore - D. (a;;()D,) + c(*) (a; ;e © a), cel (2)) 

,J=1 
definito sul suo domini è massimo 

i 1 p DT) = {9 E H'(0); To EL (0). 

Si supponga ora che: 

(-) Le derivazioni si intendono sempre nel senso debole. 
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F 

la forma sesquilineare A associata a Tp cioè 

—_u --—; 1 n 

(2.1.1.)| A(f,g) = [5, a;j(4)D;f(%) D,9(x) + c(x)f(x)g(x)] dx, f,gcH (9) 

sia coerciva, cioè 3k > 0 tale cheVf € Ha) 

oi 2 | ACF,f) 3 k If; H 

il che ad esempio accade se la parte principale di DS è unif. ellittica 

ed 16, > 0 tale che c(x) 2 <, q.d. SU. 

Allora, usando la (1.4.1.) si può provare che l'operatore chiu 

so T_ ha codominio chiuso e successivamente (nelle ipotesi aggiuntive che 

sia k > 1/4- ove k. è la costante di coercività di (2.1.1.) - e|p-2| suff. 

piccolo) si ha la seguente stima per la norma dell'inversa generalizzata + 
Ta (T, è visto come elemento di LD(T,), RT): 

+ - lips LR), H' (0) ls G/AR iL L(H (a), 1% a)! 

dove dg è l'immersione compatta H' (a) 1% 9). 

2.2. Chiusura de] codominio di operatori tra spazi L° 

Sia ACZ' infinito e, dati a, u:A —C, f:A— Asi con- 
sideri ua:A — Cc definita da (ua)(n) = Un è £(n) Vne A: è allora asse 

gnato un operatore chiuso u di dominio 

2 2 
D(u) = {a € L(A); pa € L“(A)} 

definito da 

(a) = ua Vae Du). El 
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Se R € f(A), si ponga 

M= Diu? 

con somma estesa a tutti e soli gli n EA tali che f(n) = R; nel seguito 

si supporrà che sia sempre 

(22:14) Mr <#® VREe f(A). 

La (2.2.1.) garantisce in particolare che ogni successione 

a supporto (*) finito in A appartiene a D(u) che è quindi denso in A. 
o 
( Se ora si introduce lo spazio e» A) = {asa:A —>C, 

3 (1enÈ) "|a 1° = Ila; 222%(p)N12 < + 0}, 'pesato' col vettore a = (a,...0,,) 
neA 

a componenti tutte PORtolio» si ha un diagramma del tipo 1.0: 

pr 
267 SO, 

L —_ 
| 

e quindi si può applicare il teorema 1.4: perché valga la diseguaglianza 

di Peetre (1.4.1.) è in questo caso necessario e sufficiente che sia 

M, => c>0 VREe f(supp u), RÈ 

sicché, nell'ipotesi (2.2.1.), u ha èodominio chiuso se e solo se 

(2.2.2.) inf {Mps RE f(supp u)} > 0; 

se la (2.2.2.) è valida, l'operatore u ha allora (come elemento di 

L(D(u), Y)) inversa di Moore-Penrose. 

(-) Se u è una successione in A, è supp u = {jEA, u;0i. 
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Questi risultati si possono estendere a spazi di funzioni 

che vB basi ortonormali indicizzate da A, a causa dell'isometria 

con £ 2(A ) data dal teorema di Riesz-Fischer. 

2.2A. Se {H, eo } è il sistema delle funzioni di Hermite, 

normalizzate (cioè UH, n IL 2x8) I 1 Vin € N) e si pone, per a € N° 

allora {Ho} o E N°} è una base ortonormale di Le l'isometria è in 

questo caso tra 2287) e 1° (R") ed è espressa da 

(a _) r 
o'a E N «—— A 

a EN 

Per evitare complicazioni puramente formali, consideriamo in 

particolare il caso r = 1; dalle note formule 

(D-x)H_ (x) = - V2n+2 H_ 440%) n2z0 

(D+x)H_ ! = Van H, 408) n i 1 ((D+x)H_(x)= 0) 

segue che l'operatore 

p(x,D) = (D-x)"(Dax)" (h,k e N) 

definito su 

D(p) = {fe LÉ(R); p(x,D) fe LÉ(R)} 

induce sui coefficienti di Hermite di f € L°(R) una trasformazione del 

tipo della già studiata: il dominio dell'operatore trasformato è 
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(ce) 

D(u) = {(a_) : p(x,D) E a hnet ° n°n EN, n=0 
R)} 

e, potendo eseguire i calcoli in S' - ove ogni distribuzione è ancora 

sviluppabile in serie di Hermite, le funzioni di a essendo ancora carat 

terizzate dall'avere coefficienti di classe 2°) - è facile vedere che 

questo è ancora il dominio massimo dell'operatore ; l'operatore u soddi- 

sfa alla condizione Mx 2 C > 0 Vk e f(supp u) e quindi ha codominio chiu 

so: lo stesso vale allora per p(x,D) che ha dunque inversa di Moore-Pen- 

rose continua. 

L'estensione di questo risultato ad un operatore del tipo 

(r ) (E pen), h(r) k(r 
1 1 e (Dx) e) 

definito sul suo dominio massimo in LR") (h(1),...,k(r) € N) comporta 

complicazioni esclusivamente quanto alla notazione. 

2.2B. Se (e: £,) = è un vettore a componenti positive, 

si consideri 

(R"); f è periodica di periodo 2r/£. în x, V i = 
1 1 

con la norma naturale 

Ci. 2 uf; Ly N° > | 
0 

2 r 2rr/ L 
| |F(x)|Édx dx; 
(0) 

24 
un sistema ortonormale completo per L è 

{f; a eZ}, f(x) = (2,..£ Y/R am r/? expli x£,a, x.) 
o a 1 r i 
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(x E R) sicché ogni f i” è sviluppabile in serie di Fourier con coef 

ficienti di classe 297"): ancora, ogni distribuzione temperata periodi- 

ca (di periodi 21/7, see. 327/£,) è sviluppabile in serie di Fourier con 

coefficienti a crescita polinomiale, e le funzioni di Li si caratteriz- 

zano tra le distribuzioni periodiche per avere coefficienti nella clas- 

se indicata. 

Ma allora l'operatore dato formalmente da 

- È . Y n e 7” ey” 
Qf = exp(i < 28, *>) D 28 (£,8,»++:4,8,) (BEZ,Y N) 

definito su 

D(Q) = tre Li; ore 15) 
L 

è, a meno di una sisometria, del tipo già visto, poiché 

> fa Y of, = (ilo) Fe 

(più esattamente è del tipo detto con as (i£(a-8))", f(a) = a-B); poiché 

seu, ” O si ha lug! 2 £%, la condizione per la chiusura del codominio è 

soddisfatta e dunque Q ha inversa di Moore-Penrose continua. 
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